1.4.6 Stavba matematiky, dikazy

Predpoklady: 1401, 1404

Pedagogicka pozndmkaTato hodina se velmi liSi odt&iny ostatnich nelvgde v podstat
o prednasku. Také ji neprobirame v prvnininiku, ale pednasim ji (vyjde tes
na d¥ hodiny) az maturaftn pred maturitou. V prvnim gmiku si pouze
priblizné fekneme, co slova jakaikaz nebo axiom znamenaji.

Matematické vyjatbvani musi byt fesné a jednoziaé = jsou stanovena jasna pravidla,
jak formulovat a objevovat matematicka pravidla.

Definice
— vymezeni pojmu pomoci zakladnich pdjmebo pojni definovanych tive. Neikaji nic
noveého, jen zkracuji vyjadvani.
Napriklad: Prvasislo jecislo cElitelné pouze jedikou a sebou samym.
Problém: Jak vys¥tlit zakladni pojmy (co j€islo?), je nutné znat vyznam pajm
definovanych #ve (co znamena jestitelné?).

Axiom
— tvrzeni (vyrok), které povazujeme za pravdivé
diive proto, Ze se ,zdalo santepmé”, dnes proto, Ze jsme ,si ho zvolili a zkoungamo to
uckla“
Napriklad: Kazdym bodem roviny Ize s danotimkou vést pra¥jednu rovnobzku
(legendarni paty Euklid/ postulat).
Poznamky:
* | na prvni pohled divhé axiomy se mohou ukazattiié v realném sst¢
(neeuklidovské geometrie)
* Natom, jaky si vyberu soubor axidgma zakladnich pojii zavisi jakowést
matematiky dostanu.
* Neni mozné si vybrat vSechno jako axiom. Soubarrakiby nel byt, co nejmensi a
musi byt bezesporny (axiomy si nesmi navzajem anlaoy.

Matematicka véta
- tvrzeni (vyrok), ktery jsme sestavili z pajma ktery nepdt mezi axiomy—= musime se
preswdcit o jeho pravdivostidokazat ho).
Poznamka:V kazdé matematické teorii Ize sestawityy které neni mozno pomociyodni
sady axiond dokazat (rozhodnout o jejich pravdivosti) bez tohlmych pidali dalSi axiom
(¢im sice problematickougtu dokazeme, ale éppribudou dalSi zformulovateln&ty a
vracime se na Zatek).
Poznamka: Toto je principialni rozdil mezi matematikou drpdnimi wdami. V matematice
vime (diky dikazim a diky vykru axiomi), co je pravda a co ne. \tippdnich ¥dach
nezname spravriéseni (mozna dokonce ani neexistuje) a vse, cddéka okamziku vime,
je pouhé pblizeni jehoz vhodnost nelze dokazat, ale poupedipdit nebo ji vyvratit.

Dikaz
- Givaha, ktera Zitvodiuje platnost matematick&ty. = pro tizné druhy matematickychét
(vyroku), existuji fizné druhy dkazi.



Poznamka:
Ve zbytku¢lanku budu znét vétu (vyrok), kterou chcei dokazat jako
Ve zbytku¢lanku budu pouZzivat klasickou tabulku pravdivodtriiodnot implikace

a b a=b
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Jeden z vyrok buducasto znait v podle toho, ktery zrovna dokazuiji.

1. Dikazy matematickych \&t, které maji tvar elementarniho vyroku
- Jednoduché ¥ty, bez spojek”
Priklady:
» Souwet velikosti vSech vnihich Uhti v trojuhelniku jel80C°.

. /2 jeiracionalniislo.

Dvé hlavni metody:
1. a) Fimy dikaz véty majici tvar elementarniho vyroku.

Princip dikazu vychazi z tabulky pravdivostnich hodnot imadi&:

a Vv a=V
O |

1 0 0

0 1 1

0 0 1

Méam vyrokv: ,Sowet velikosti vSech vnihich aht v trojuhelniku je180 .“
Postup dkazu:
' Najdu pravdivy vyroka (mezi axiomy nebo mezi jiz dokazanymi vyroky), taggm od
- vyroku a pravdivou implikaci (cestu) k vyrokwu(tedy najdu pravdivy vyroka= b)
. Vim, Ze v tabulce pravdivostnich hodnot implikace> v se nachdzim ¥ervenénradku (je
" jediny s jednikou v prvnim aietim sloupci)
-V ¢ervenénradku se podivam do druhého sloupce, je zde 1 asfgdk v je nutré pravdivy a
' tedy dokazany.

Poznamky:

» V¢tSinou se implikacea = v neda ukazatifimo, ale pouze postupmpomocirettzce
implikaci: a=b,, b =b,, b,=b,, ... b, =Db,, b, =V)

* Neni mozné dokazat pravdivost vytiokm, Ze z & odvodime pravdivy vyrok @deli
bychom, Ze plath a v= b, tedy, Ze mame jedtku v druhém aietim sloupci, takove
fadky jsou v tabulce dva maji fizné pravdivosti v prvnirmadku.

» P¥i konstrukci dikazu byva velkym problémem zvolit vhagmychozi vyrok, aby bylo
moZzné odvozovanim dojit k pozadovar&y

‘ Pk. 1: DokaZ \&tu: ,Soutet velikosti véech vniich Ght v trojahelniku je180 .*

- Mam vyrokv: ,Sowcet velikosti vSech vnitich Ghti v trojuhelniku jel80°.*
' Hleddm vhodny vyrola.



. Mam libovolny trojuhelnikABC:
| C

| 1% p
A B
- Zvolim vyroka: Kazdym bodem v rovihlze vést pouze jednu rovnsitku s danouimkou.

- Povedu bodent rovnokézku KL s gimkouAB.
K C L

Y

o B
A B
- Nésleduje odvozovani (sled vyiiola= b, b =b,, b,=b,, ... b, =0Db,, b, = V).

- U vrcholuC vzniknou dva nové Ghly.
K

L

! A

Podle ¥ty o rovnokEZkich prdatych gimkou Slatl’:a' =a a ' = (stidavé uhly).

' Uhel xKCL je piimy, platil80 =a'+y+f =a+y+p.

TrojuhelnikABC jsme zvolili libovolrg, poddilo se nam dojit az k vyrokb, = v a tim
- dokéazat pravdivost vyroku

1. b) Dakaz sporem ety majici tvar elementarniho vyroku

a b a=b

1 1 1

1 0 0

0 1 1
o[ o [ 1 ]

Vyjdeme zeitvrtéhotradku, plati-li implikacea= b (vyvozuji sprave) a neplati-li vyroko,
mam ve druhém sloupci 0 a wetim 1 a tedy jsem w#vrtémiadku tabulky a neplati tedy

ani vyroka.
Tabulku upravim takto:
-V b a=b v
1 1 1 0
1 0 0 0
1 1

0 1
o0 o 1 0 1



Misto vyrokua pouZziju negaci vyrokw, pokud dokazu, Ze tato negace je nepravdiva,
znamena to, Zeiwodni vyrokv je pravdivy.

Postup dkazu:
» Vytvotim negaci-v pozadovaného vyroku
* Pravdi¥ z tohoto vyroku dokazuji az dojdu k nesmyslnémcoiw b.
* Nachazim se vé&tvrtémiadku a tedy vyrok-v je nepravdivy.
* Vyrokv je pravdivy.

Pr. 2: Dokaz \&tu: ,Sachovnici 8x8, ze které je vyigieno levé dolni a pravé horni pid,
nelze pokryt 31 obdélniky 2x1.“ (Pokrytim rozumitakové umisini obdéintkt na
Sachovnici, aby kazdé jeji pole byléikyyto praw jednim ze dvodtveral
obdélnéku 2x1.)

- Mam vyrokv: ,Sachovnici 8x8, ze které je vysteno levé dolni a pravé horni pidd, nelze

. pokryt 31 obdélniky 2x1.“

' Musim vychéazet z negacev dokazovaného vyroku: ,Sachovnici 8x8, ze kteréyjgtiizeno
- levé dolni a pravé horni pokio, Ize pokryt 31 obdélniky 2x1.

' Snazim se z negace dovodit spdejimy nesmysl).

- Obdélnik 2x1 pokryje vZdy jednierné a jedno bilé pgko = 31 obdelnik pokryje 31

' bilych a 31¢ernych poltek = na Sachovnici s vy8Eenymi polEky je stejri cernych i

- bilych poliek =spor, protoZe ze Sachovnice jsme Vit dvé policka na stejné thldfice,
- tedy se stejnou barvou.

' Z negovaného vyrokev jsme odvodili zjevny nesmysk vyrok -v je nepravdivy=

- vyrok v je pravdivy.

' Dokézali jsme ¥tu: ,Sachovnici 8x8, ze které je vyiteno levé dolni a pravé horni piko,
' nelze pokryt 31 obdélniky 2x1."

Poznamka:
Nekteré matematické teorie pouZzivaji logiku, kterlazauje pouZziti dkazu sporem.

2. Dikazy matematickych \t, které maji tvar implikace
- SOUMti typu: ,Jestlize ...., pak...."

Priklady:
» Je dana kruznices ptiméremAB. Je-liX libovolny bod kruzZnicé rizny od bod A,
B, pak uhelAXB je pravy.
» Je dan trojuhelnilBC. Je-li UhelACB pravy, pak bodC lezi na kruZnici s gimérem
AB.

« Pro vSechnaifrozené&gislan plati: jestlize jeislo n? sudé, je sudédislon.

Vyrok v, ktery dokazujeme je sloZzeny vyrek= b, nedokazujeme tedy platnost samotnych

vyroka a nebob, ale pravdivost implikace (,Sipky” tedy vyplyvawyroku b z vyrokua).

Tii hlavni metody:
2. a) Fimy dikaz véty majici tvar implikace



Princip:
Méam vyrok a=> b, nejsem si jisty pravdivosti Sipky — nahradim dokemu implikaci
fettzcem implikaci:a=b, b =b,, b,=b,, ... b_,=Db,, b, =Db.

Postup dkazu:
* Vezmu si vyroka a z&nu z r&j postupr pravdiv pomoci axiom a jiz dokazanych
vét vyvozovat dalSi vyroky.
* Snazim se dokazovat vyroky, ze kterych by bylo ndadokazat vyrok.
» Pokud najdu vyrok, ze kterého jiz vyplyva vyrokpoddilo se mi nahradit implikaci
a= b rettzcem implikaci;a=b, b =b,, b,=Db,, ... b_, =Db,, b, = b atim ¥tu
dokazat.

Poznamka:
Konstrukce dkazu je oproti dkazim elementarnich vyrakjednodussi, protoze je jasné, ze
kterého vyroku mam vychazet. Vychazim vzdy z vyraku

H Pi. 3:  Je dana kruznicles pfiméremAB. Dokaz tu: ,Je-li X libovolny bod kruznice
‘ k raizny od bod A, B, pak GhelAXB je pravy.”

' Vyjdu z vyrokua: ,X je libovolny bod kruznicé raizny od bod A, B." a bude se snazit dojit
- k vyrokub: ,ahel AXB je pravy.".

Nakreslim kruznick a zvolim bodX. Nakreslim trojuhelnikBX.
| X

" Nakreslim sted SkruZnicek a trojuhelnikyASX a BSX.
! X

' TrojuhelnikyASX aBSX jsou oba rovnoramenné (majicdstrany o délce) a proto plati:

a=a’ap=p.



Soutet Gihfi v trojtihelniku jel8C°, tedy a +(a' + B')+ B=a' +(a'+ B') + S =180
20'+2 =180

'+ = £AXB=90°.

- Véta je dokazana.

2. b) Diikaz sporem Wty majici tvar implikace

Princip:
Zcela stejny, jako uitkazu sporem u elementéarnich vyiiphouze vytveéeni negace je trochu

s

sloZitjSi, Neguju sloZeny vyrola=b naall-b .

Postup dkazu:
* Vytvotim negaciall-b poZadovaného vyroka=b.
e Pravdi¥ z tohoto vyroku dokazuji az dojdu k nesmyslnémcoiw c.
* Vyrok all-b je tedy nepravdivy.
* Vyrok a=b je pravdivy.

Poznamka:
Predpokladem usfehu je spravné znegovani dokazovaného vyroku.

Pr. 4: Dokaz \&tu: ,Pro viechnaifrozenégislan plati: jestlize jeislo n? sudé, je sudé i
cislon.

- Ur¢im elementarni vyroky v implikach = b

- vyrok a: ¢islo n® je sudé

- vyrok b: ¢islon je sudé

Zneguiju dokazovany vyrok = b na vyroka-Db: ¢islo n* sudé a zarovetislon je liché.

Negaci dokotim znegovanim kvantifikatoru:

- ,Existuje alespa jedno ffirozenécislon, pro které platigislo n*> sudé a zarovetislon je
- liché.”

Z této &ty potrebuju dojit ke sporu.
- Cislonje liche, tedy da se napsat ve tvamu 2k +1, kdek je celécislo.
- Pron? plati: n* =(2k +1)* = 42+ 4+ 1, to je ale spor s tvrzenim, 18 je sudé protoZe

' &islo n? = 4k? + 4k + 1 je zjevre liché.



' Vychézel jsem z nepravdivého vyrolal-b, tedy givodni vyroka= b je pravdivy.

2. ¢) NegFimy diakaz véty majici tvar implikace

Princip:
Implikace a= b je ekvivalentni vyrok s ob&ménou implikaci-b—= -a.
a b a=b -b -a -b=-a
1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1

Pokud dokazeme platnost implikaed = —a musi platitia=Db.

Postup dkazu:
* Vytvotim obneénénou implikaci—-b= -a pozadovaného vyroka=b.
* Vyrok -b= -a dokaZzi nejastji piimym dikazem.
* Vyrok -b= -a je tedy pravdivy.
* Vyrok a=b je pravdivy.

Poznamka:
Predpokladem usgehu je spravné vytweni obngnéné implikace.

Pr. 5: Je dan trojuhelnilhBC. Dokaz tu: ,Je-li UhelACB pravy, pak bodC lezi na
kruznici s piméremAB."

- Uréim elementarni vyroky v implikac = b:

. vyrok a: uhelACB je pravy.

- vyrok b: bodC leZi na kruZnici s fiméremAB.

- Obmenim dokazovany vyroka= b na vyrok-b—= -a: Pokud bodC neleZi na kruznici
- S ptiméremAB, Uhel ACB neni pravy

Tuto Wtu dokazuiji.

Nakreslim trojuhelnilABC, kruznici s polomirem AB a bodC, ktery leZi v kruZnice (aby
- nelezel mimo, zbyva jeSvyfesit moznost, ze bad je uvnit kruznice).

Priseik Useky AC s kruznicik ozn&im D.



- Uhel XADB=90° (jiz dok&zana ta).

<)

Uhel £BDC =90° (je protjsi k Ghlu £ADB =90°).
- Uhel XACB nemiiZe byt pravy, protoZe v trojuhelnilBDC by byly dva pravé thly.

Nakreslim trojuhelnilABC, kruznici s polomiremAB a bodC, ktery lezi uvnit kruznice
- (zbyvajici moznost). Postupuju stejako v gredchozim fipack.

&

Priseik Useky AC s kruznicik ozn&im D.
- Uhel XADB =90° (jiz doké&zana &ta).

>

n+
O

vy)

" Uhel ¥BCD <90° aby v trojihelnikiBCD nebyly dva pravé thly.
' (je pro&jSi k uhlu XADB =90° ).
- Uhel XACB >90° (zbytek dol80").

Véta -b= —a je pravdiva tedy je pravdiva Eta a=b.

3. Dukazy matematickych \&t, které maji tvar ekvivalence
- SOUMti typu: ,,..., pra¢ tehdy, kdyz..."



Priklady:
* Vrovin¢ je dana usia AB. Pro libovolny bodX roviny plati, Ze lezi na ose kg
AB prav tehdy, kdyZ je jeho vzdalenost od KicAli B stejna.

« Pro viechna realngsla plati:x =0 praw tehdy, kdyzx—|x =0.

Vyrok v, ktery dokazujeme je sloZzeny vyr@k= b, nedokazujeme tedy platnost samotnych
vyrokia a nebob, ale pravdivost ekvivalence (,o0boustranné Siplegyt ekvivalentnosti
vyroka a ab).

a b a-b a=b b=a (a=b)O(b= a)
1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1

Z tabulky je vidt, Ze vyroka = b ma stejnou pravdivostni hodnotu jako vyrok
(a=b)O(b= a). Stai tedy dokazat pravdivost vyroka= b (vé&ta ve tvaru implikace) a

vyroku b= a (opét véta ve tvaru implikace). ikaz Wty ve tvaru ekvivalence takgvedeme
na dva dkazy wt implika¢nich.

PFr. 6: V roving je dana us&a AB. Dokaz, Ze pro libovolny boX roviny plati: ,BodX lezi
na ose usky AB praw tehdy, kdyZ je jeho vzdalenost od iodli B stejna.

. Dokazuji Wtu ve tvaru:a < b.

- Vyrok a: Bod X lezi na ose Usky AB.
- Vyrok b: Vzdalenost bodiX od bodi A, B je stejna.

Nejdrive dokazuji vyroka=b: ,Pro libovolny bodX roviny plati: ,Jestlize boX lezi na
- ose Uséky AB pak je jeho vzdalenost od hiod i B stejna.”

Zvolim metodu imého dikazu:
' Nakreslim obrazek situace:

X

A S B
- Sestrojime trojahelnikpnSX a BSX.

X




' Oba trojuhelniky jsou shodné podi&y sus:

' spolené stran&X

- pravé Uhly<ASX a «BSX (osa Us&ky je na ni kolmad)

. stejné stranyAS aBS (osa Uséky prochazi jejim sedem)

. = musi mit shodné vSechny stragy stranyXA aXB jsou shodné= vzdalenost bodiX od
- bodi A, B je stejna.

Nyni dokazuji vyrokb = a: ,Pro libovolny bodX roviny plati: ,Jestlize je vzdalenost od
- bodi Ai B stejna, pak boX lezi na ose usky AB.*

Zvolim metodu pimého dikazu:
Vzdalenost bodiX od bodi A aB je stejnd, jsou dvmoZzZnosti:
' bodX lezi na Us&e = musi byt jejim sedem a tedy lezi na jeji ose.

- bodX nelezi na Usee = mohu sestrojit trojuhelniRBX
' X

a a

A B
. trojuhelnikABX je rovnoramenny= jeho vy3kav, prochazi sedem zakladnB a je jeji
- osou= bodXlezi na ose Usky AB.

X

Vy

Véta je dokazana.

Shrnuti:

10



